3.5 Sous-espaces vectoriels de °(R,C) de dimension finie stables par les opérateurs
de translation (151, 159, 221, 228) [6]

Dans I’étude des espaces vectoriels stables par des applications linéaires, on s’intéresse souvent aux espaces
propres pour un endomorphisme. Lorsqu'une famille d’endomorphismes commutent entre eux, alors les espaces
propres de I'un sont stables par tous les autres, ce qui permet de montrer que, s’ils sont diagonalisables ou trigona-
lisables, alors ils le sont dans une méme base. Ici, on fait un crochet vers les espaces fonctionnels pour déterminer
quels sont les sous-espaces de dimension finie de ¢° (R, C) qui sont stables par les opérateurs de translation, qui sont
des endomorphismes naturels pour I’étude de ces espaces fonctionnels. On obtient dans ce cas que ces sous-espaces

sont les espaces de solutions d’équations différentielles linéaires & coefficients constants !

Théoréme 3.21. Soit E un sous-espace vectoriel de €°(R, C) de dimension finie et stable par les opérateurs

translation, définis pour a € R par :

7. @ F°(R,C) — ¥°R,C)
f — mfixe f(x—a).

Alors FE est ’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre n,
c’est-a-dire que F est un sous-espace vectoriel de € (R, C) et qu’il existe un polynéome P € C[X] unitaire
et de degré n tel que :

E =ker (P(D))

ot D est I'opérateur de dérivation :

D : ¢<(R,C)

— E*(R,C)
f —

f

Démonstration. Etape 1 : Montrons que E C (R, C) :
Puisque F est de dimension finie, on peut en extraire une base. Notons-la (f1, ..., f,). Montrons alors que pour tout
€ [1,n], fi € (R, C). Soit a € R. Par hypothése, 7_, f; € E. Ainsi, il existe d’uniques X; 1(a),...,\;n(a) € C

tels que :

n

Ve eR, fi(zx+a)= ZAivj(a)fj(m).

j=1
En particulier, pour x = 0, on obtient :

n

Va eR, fi(a)= Z)\i,j(a)fj(o)'

j=1

Ainsi, il suffit de montrer que les A; ; sont des fonctions € de a! Pour le montrer, commencons déja par intégrer

pour rendre les choses ¢!. En notant, pour i € [1,n] :

0

on a:
n

Vo €R, Fi(z+a)—Fia) =Y X\ija)F;@).

j=1
On voudrait alors exprimer les \; ; en fonctions des F;. Cependant, il faut non-seulement éliminer la dépendance

en x mais en plus "inverser le systéme". En fait, si on peut évaluer en certains points x1,...,x, € R, de sorte que,
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en notant :
A= (F(@k)1<ip<n

Afa) = ()‘i,j (a))1gi,jgn

et :
B(a) = (Fi(zx, + a) — Fi(a))1<; p<n

on ait :
Va € R, B(a)=A(a)A

et donc, si on peut inverser A :
Va € R, A(a) = B(a)A™'.

Ainsi, puisque les fonctions F; sont de classe €', on aurait alors que la matrice B est €' et donc, que A est aussi

%1. On veut donc montrer le lemme suivant :

Lemme 3.22 (Famille libre d’applications). Soit (f1,..., fn) € % (R,C)™ une famille d’applications. Alors

cette famille est libre si et seulement s’il existe (z1,...,z,) € R™ tel que la matrice :

(fi(xj))1gi,jgn € GLn((C)

Démonstration du lemme. < : Soient x1,...,x, € R tels que la matrice :

A= (fi(xj))lgi,jgn S GLn((C)
Alors, si py, ..., u, € C sont tels que :
Z wifi =0,
i=1
alors, en particulier :

V] S [[1, n]], Z,uifi(mj) =0.
=1

Le vecteur colonne :

M1
M =
Hn
vérifie donc :
ATM =o.

Donc, puisque A est inversible, M = 0. La famille (fi,..., f,) est donc libre.
= : Réciproquement, si la famille (f1,..., f,) est libre, en notant F' = Vect(f1,..., fn), et, pour x € R :

6, : F — C
fo— f(@)

on a :

ﬂ ker (6,) = {0}.

z€R
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En passant a lorthogonal au sens de la dualité :

(ﬂ ker (595)) = F*,

rzeR
Or,on a :
(ﬂ ker (@)) = ker(d,)° =Y Vect(d,) = Vect ({3, z € R}).
rz€eR zER z€R
Ainsi, étant donné que F™* est aussi de dimension finie, on peut en extraire une base. Il existe donc z1,...,z, € R
tel que (0z,...,d,,) soit une base de F*. Ainsi, la matrice de passage de la base duale (f7,...,f*) a la base
(021, -+, 0z,). Calculons cette matrice. En notant A = (a;;),; ;<,, cette matrice, on a :

n
Vj € [[1,”]], (ij = Zai7jfi*
i=1
de sorte que, en évaluant en les f; :

Vj,kG [[Ln]]v 5Ij(fk):fk(xj):ak»j'
On a donc bien :
A= (ai,j)1§¢,j§n = (fi(xj))lgm'gn € GLn((C)-
O

Etant donné que la famille (fi, ..., f,) est libre, il en est de méme pour la famille (F}, ..., F,) (dériver la relation
liant les F;). Par le lemme, la formule :
VYa € R, A(a) = B(a)A™!

est justifiée et donc, les fonctions f; sont de classe €1 (R, C), et que donc en fait la matrice B est de classe ¢
comme primitive d’une fonction ¢!, et donc A est de classe €2, et donc les f; sont de classe €2, etc. On a donc

que les f; sont de classe ¥°° ce qui veut dire :
EC € (R,C).

Etape 2 : E est stable par D : En dérivant par rapport a a la relation :

Ve,a € R, fi(z+a)= Z)\i,j(a)fj(x)v

Jj=1

et en évaluant en a = 0, on obtient :
YreR, fix) =) N;0)f().
Jj=1

Ainsi : f/ € E. E est donc stable par D!
Etape 3 : Conclusion : Soit P le polynome minimal de D|g. On a alors :

E =ker(P(D))

et, si d := deg(P), on a par le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire que les solutions de ’équation différentielle

P(D)(f) = 0 forment un espace vectoriel de dimension d. Ainsi, d = n. Cela termine donc la preuve! O
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Remarque 3.5.1 (Dualité, formes linéaires et orthogonal). Dans cette démonstration, j’ai utilisé les faits suivants :

si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors :

1. Pour toute famille de sous-espaces vectoriels (F;)ier de E :
(N=) -z
icl iel

2. Sil e E*, alors :
ker(¢£)° = Vect(¥).

Démonstration. 1. Soit (€;)er € (E*)(I) tel que :

Viel, (e (E)°.

Alors :
i€l el =0 car £;,€(E;)°
D’ou

d E;c (ﬂE)

i€l icl

Montrons également (vous verrez pourquoi ¢a sert), que :

<ZE> c)Er:

i€l i€l

o
Soit £ € (Z El> . Soit z; € E;. On a alors, en particulier :
il

iel
D’ou :
K(mz) =0.
Ainsi :
Viel, (e€kE;.
D’ou

(ZE) c)E

icl i€l

Ainsi, en appliquant ces deux derniers résultats, on a :

((QE>> < (;E> CQ(Ef)O.

Or, en notant I’isomorphisme canonique :

J + E — E*
x — J@): L= l(x)
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on a, si F' est un sev de F :
J! ((Fo)o) =°(F°):={x€E |WeF° (x)=0}=F.

La derniére égalité vient du fait que, bien évidemment, F C ° (F°) et qu’il y a égalité des dimensions. En

effet, un argument de passage au quotient montre que :
dim F° =dim F — dim F’
et donc :

dim ° (F°) = dim (F°)° = dim E* — dim F + dim F = dim F.

via I’isomorphisme J

Ainsi, les deux extrémités de cette chaine d’inclusion sont égales a J <ﬂ EZ> . La chaine d’inclusions devient
i€l

(%) - ()

En passant donc & "l'orthogonal a gauche" dans cette égalité, on a donc :

iel i€l

donc une chaine d’égalités! Ainsi :

De méme, on montre :
(z5) -n=
i€l iel
2. On a clairement ¢ € ker(¢)° et donc Vect(¢) C ker(£)°. Par égalité des dimensions, on a alors égalité

O

ATTENTION!! La dimension finie est CRUCIALFE dans ce raisonnement!! Sans ¢a, J n’est plus un
isomorphisme, et la propriété cruciale qui fait que ¢a marche : ° (F°) = F n’est PLUS VRAIE en dimension
infinie 'l Si vous vous placez dans un espace vectoriel normé, alors on a quand méme une version topologique : si
on définit l’orthogonal topologique de F' comme :

Fo={{eE |VeeF, fz)=0},

alors :
o (FO) — F

mais cela requiert Hahn-Banach analytique !'!
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